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STRUCTURE D’ALGE`BRES ME´TRISABLES A` BASE
R. CHOUKRI - A. EL KINANI - M. OUDADESS
We show that a T -B0- algebra with an orthogonal basis (ei)i≥0 is iso-
morphic to CN. We also show that there is exactly two m-convex Fre´chet
algebras with a bounded basis (ei)i≥0 satisfying eie j = e jei = e j for all
j ≥ i.
Nous montrons qu’une T -B0- alge`bre a` base orthogonale est isomor-
phe a` CN. Nous montrons aussi qu’il existe ( a` isomorphime pre`s) exacte-
ment deux alge`bres a` base borne´e posse´dant la proprie`te´ d’absorption.
1. Introduction
La notion ”d’alge`bres a` base” a e´te´ introduite par T. Husain et J. Liang ([5],
[6]) dans le cadre de l’e´tude de la continuite´ automatique dans les alge`bres de
Fre´chet. Cette notion a e´galement e´te´ conside´re´e par M. Akkar, M. El Azhari et
M. Oudadess dans [2]. Une e´tude des alge`bres a` base orthogonale, inde´pendem-
ment de la continuite´ automatique, est faite par T. Husain et S. Watson, dans [7].
C’est dans ce dernier cadre qu’entre le pre´sent travail enrichissant les re´sultats
de [7]. Un re´sultat de structure est donne´ dans le cas des B0-alge`bres (Propo-
sition 4.1). Nous obtenons, en particulier, une caracte´risation de l’alge`bre des
suites complexes (Corollaire 4.2). Un the´ore`me de structure est obtenu dans
les a.l.m.c. de Fre´chet a` base semi-orthogonale (The´ore`me 4.8). Par ailleurs,
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nous nous sommes aussi inte´re´sse´s aux alge`bres de Fre´chet a` base (ei)i ve´rifiant
eie j = e jei = e j, pour tous i, j tel que j ≥ i. Nous avons montre´ qu’il n’existe,
a` isomorphisme alge´brique et topologique pre`s, que deux structures de telles
alge`bres moyennant l’hypothe`se de la bornitude de la base (The´ore`mes 5.3 et
5.5). Enfin, il a e´te´ de´montre´ dans [1] qu’une a.l.m.c. de Fre´chet a` base (ei)i
ve´rifiant eie j = e jei = e j pour tous j≥ i et admettant une famille de semi-normes
sous-multiplicatives (pi)i≥0 ve´rifiant pi(ei) 6= 0 et pi(ei+1) 6= 0, est isomorphe
a` CN. Nous donnons de ce fait une preuve diffe´rente, simple et beaucoup plus
courte (The´ore`me 5.6).
2. Pre´liminaires
Le radical de Jacobson d’une alge`bre commutative A, note´ RadA, est l’inter-
section des ide´aux maximaux re´guliers de A. L’alge`bre A est dite semi-simple si
RadA = {0}. Le spectre dans A d’un e´le´ment x est :
SpAx = {λ ∈ C : x−λe /∈ G(A1)},
ou` A1 est l’unitise´e de A et e l’unite´ de A1. Le rayon spectral de x dans A est :
ρA(x) = sup
λ∈SpA(x)
|λ | .
L’alge`bre A est dite topologique si elle est munie d’une topologie d’espace
vectoriel pour laquelle le produit est se´pare´ment continu. Une telle alge`bre
topologique est dite localement multiplicativement convexe (a.l.m.c.) si sa topolo-
gie est de´finie par une famille (pλ )λ de semi-normes sous-multiplicatives, i.e.,
pλ (xy)≤ pλ (x)pλ (y), ∀x,y ∈ A, ∀λ .
Elle est dite, en plus, de Fre´chet si elle est me´trisable comple`te. Une alge`bre
localement convexe me´trisable comple`te est dite une B0-alge`bre. Une alge`bre
topologique est dite une Q-alge`bre si l’ensemble de ses e´le´ments quasi-inversibles
est ouvert. Un e´le´ment x d’une alge`bre topologique commutative A est dit topologique-
ment inversible si Ax=A. Celle-ci est dite une T -alge`bre si tout e´le´ment topologique-
ment inversible est inversible.
Un espace vectoriel topologique est dit a` base (de Schauder) s’il existe une
suite (ei)i≥0 d’e´le´ments de E tel que pour tout x ∈ E, il existe une suite unique
(αi) ∈ CN tel que
x =∑
i≥0
αiei.
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Si, de plus, la se´rie ∑
i≥0
ασ(i)eσ(i) est convergente, pour toute permutation σ de
N, on dira que la base (ei)i≥0 est inconditionnelle. Si E est une alge`bre, la base
(ei)i≥0 est dite orthogonale si, pour tout couple (i, j), on a
eie j = δi je j, ou` δi j est le symbole de Kronecker.
Dans ce cas, pour tout k ≥ 0, on notera par χk le caracte`re de E de´fini par :
χk(x) = αk, pour tout x =∑
i≥0
αiei ∈ A.
On notera par ϕ l’application, de A vers CN, de´finie par :
ϕ(x) = ((χn(x))n, pour tout x ∈ A.
On dira que la base (ei)i≥0 posse`de la proprie´te´ d’absorbtion si
eie j = e jei = e j, ∀ j ≥ i.
Dans ce cas, on notera χ ′k le caracte`re de E de´fini par
χ ′k(x) =∑
i≤k
αi, pour tout x =∑
i≥0
αiei ∈ A.
Soit l’application ψ de´finie de A vers CN par :
ψ(x) = (χ ′n(x))n, pour tout x ∈ A.
Il est clair que ϕ et ψ sont des morphismes d’alge`bres injectifs.
CN de´signe l’alge`bre de toutes les suites complexes. Munie de la topolo-
gie produit, CN devient une a.l.m.c. de Fre´chet. On de´signe par CNc (resp. CN0 )
l’alge`bre de Banach des suites complexes convergentes (resp. tendant vers 0).
Dans ce qui suit, toutes les alge`bres topologiques conside´re´es sont locale-
ment convexes et me´trisables.
3. Alge`bres topologiques a` base
Nous commenc¸ons par la proposition suivante regroupant des re´sultats ge´ne´-
raux.
Proposition 3.1. Soit A une alge`bre topologique a` base (ei)i≥0 orthogonale.
Alors
i) L’alge`bre A/I est semi-simple, pour tout ide´al ferme´ I de A.
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ii) Pour tout x ∈ A, on a Ax2 = Ax.
iii) Les χk sont les caracte`res continus de A.
iv) Tout x ∈ A est topologiquement inversible si, et seulement si, χk(x) 6= 0,
pour tout k.
De´monstration. i) Soit x ∈ Rad(A/I). Posons x = ∑
i≥0
αiei et conside´rons i tel
que ei /∈ I. On a
eix = αiei ∈ Rad(A/I).
Comme ei est un idempotent non nul, il ne peut eˆtre dans Rad(A/I). Donc αi =
0. Par suite x = 0.
ii) De´coule de i).
iii) On montre aise´ment que les χk sont bien des caracte`res continus de A.
Re´ciproquement, soit χ un caracte`re continu de A. Il existe k tel que χ(ek) 6= 0.
Alors ne´cessairement χ(ei) = 0, pour tout i 6= k. Il en re´sulte alors que χ = χk.
iv) Supposons que χk(x) 6= 0, pour tout k. Alors Ax contient ek pour tout k.
D’ou` la densite´ de l’ide´al Ax dans A. La re´ciproque de´coule de iii).
Remarque 3.2. Dans la proposition pre´ce´dente, le quotient de A par un ide´al
non ferme´ n’est pas ne´cessairement semi-simple. Pour qu’il en soit ainsi, il faut
et il suffit que l’alge`bre ve´rifie
Ax = Ax2, ∀x ∈ A.
C’est le cas, par exemple, pour l’alge`bre CN. Une e´tude de´taille´e de telles
alge`bres se trouve dans [3].
Notons que l’unitise´e d’une alge`bre a` base orthogonale n’est pas ne´cessaire-
ment a` base orthogonale comme le montre l’exemple suivant : Soit H un espace
de Hilbert se´parable de dimension infinie. D’apre`s ([8], The´ore`me 5.2, p.321), il
existe une structure d’alge`bre a` base orthogonale sur H. Son unitise´e ne pourra
eˆtre a` base orthogonale, car sinon, elle serait isomorphe a` l’alge`bre CN ([7],
The´ore`me 3.4, p.345), ce qui ne pourrait eˆtre le cas.
Mais la comple´tion conserve la proprie´te´. On a l’e´nonce´ plus pre´cis suivant.
Proposition 3.3. Soit (ei)i≥0 une base orthogonale d’une alge`bre topologique
unitaire A. Alors (ei)i≥0 est e´galement une base orthogonale de la comple´te´e Â
de A.
De´monstration. Notons d’abord qu’on a ne´cessairement e = ∑
i≥0
ei, ou` e est l’u-
nite´ de A. Soit x ∈ Â et (xn)n une suite d’e´le´ments de A convergeant vers x.
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Posons, pour tout n,
xn =∑
i≥0
αi,nei
Par iii) de la Proposition 3.1, on a αi,n −→ αi. Par ailleurs,
αi,nei = eixn −→ eix = αiei.
Il en re´sute que
x =∑
i≥0
αiei.
Contrairement a` CN, qui n’est pas une Q-alge`bre, CN0 en est une. La proposition
suivante montre qu’en un sens, c’est la plus grande alge`bre topologique a` base
orthogonale et qui est auusi une Q-alge`bre.
Proposition 3.4. Soit A une alge`bre topologique qui est une Q-alge`bre, a` base
orthogonale (ei)i≥0 . Alors il existe un isomorphisme continu de A sur une sous-
alge`bre de CN0 .
De´monstration. Soit x = ∑
i≥0
αiei ∈ A. On a αiei −→ 0. Donc, vu que A est une
Q-alge`bre, ρA(αiei) −→ 0. Par suite |αi| −→ 0, puisque ρA(ei) = 1. Ainsi le
morphisme ϕ (cf. Pre´liminaires) est a` valeur dans CN0 . Et il est clair qu’il est
continu.
4. Alge`bres de Fre´chet a` base
Nous e´tendons le re´sultat principal de [1] a` une classe d’alge`bres plus vaste.
En effet, on ne suppose pas ici que l’alge`bre est m-convexe. De plus, notre
preuve est transparente et bien plus courte.
Proposition 4.1. Soit A une B0-alge`bre unitaire a` base orthogonale (ei)i≥0. On
suppose que A est une T -alge`bre. Alors,
A' CN.
De´monstration. Il est aise´ de montrer que le morphisme ϕ (voir Pre´liminaires)
est continu. Montrons que ϕ est surjectif. Soit (αi)i≥0 ∈CN. Pour tout i, il existe
un entier pi tel que :
1
pi(|αi|+1) ≤
1
2i
.
Il en re´sulte que la se´rie
∑
i≥0
1
pi(|αi|+1)ei
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est absolument convergente et donc convergente. Notons x sa somme. Par iv) de
la Proposition 3.1, x est topologiquement inversible. Il est donc inversible, par
hypothe`se. Alors la se´rie
∑
i≥0
pi(|αi|+1)ei
est convergente. Par suite, il en est de meˆme de
∑
i≥0
(|αi|+1)ei
D’ou` la convergence de la se´rie
∑
i≥0
(|αi|)ei,
puis celle de
∑
i≥0
αiei.
Comme conse´quence, nous avons le re´sultat suivant :
Corollaire 4.2. ([7], the´ore`me 3.4, p.345). Soit A une a.l.m.c. de Fre´chet uni-
taire a` base orthogonale. Alors A est isomorphe a` CN.
De´monstration. Une telle alge`bre est une T -alge`bre ([9], The´ore`me 5.2, p.21).
On conclut par la Proposition 4.1.
Nous avons e´galement le re´sultat suivant dans le cas m-convexe non ne´cess-
airement complet.
Corollaire 4.3. Toute alge`bre m-convexe unitaire se´pare´e et a` base orthogonale
est isomorphe alge´briquement et topologiquement a` une sous-alge`bre de CN.
De´monstration. La comple´te´e d’une telle alge`bre est a` base orthogonale d’apre`s
la Proposition 3.3. Le corollaire 4.2 permet de conclure.
Remarque 4.4. Une a.l.m.c. de Fre´chet a` base orthogonale et qui est une Q-
alge`bre peut eˆtre munie d’une norme d’alge`bre. Voici une re´ciproque. Mais
d’abord le lemme suivant.
Lemma 4.5. Il n’existe aucune norme d’alge`bre sur CN.
De´monstration. Soit p une norme d’alge`bre sur CN. Comme, CNx = CNx2,
pour tout x ∈ CN, l’alge`bre norme´e (CN, p) est une Q-alge`bre ([3]). Donc le
spectre de tout e´le´ment de CN doit eˆtre borne´. Ce qui n’est pas le cas.
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Proposition 4.6. Soit A une a.l.m.c. de Fre´chet a` base orthogonale. Si A peut
eˆtre munie d’une norme d’alge`bre, alors A est une Q-alge`bre.
De´monstration. Soit x = ∑
i≥0
αiei ∈ A. Supposons que (αi)i n’est pas borne´e.
Alors il existe une suite (αik)k extraite de (αi)i tel que αik −→ ∞. Il en re´sulte
que enk −→ 0. Conside´rons
B = {x =∑
i≥0
βiei ∈ A : βi = 0, ∀i /∈ {nk : k ≥ 0}}.
B est une sous-alge`bre ferme´e de A. Elle est unitaire, d’unite´ ∑
k≥0
enk . Par le
Corollaire 4.2, B est isomorphe a` CN. Cette dernie`re serait alors norme´e, ce
qui ne peut eˆtre le cas vu le lemme 4.6. Ainsi (αi)i est borne´e et donc A est une
Q-alge`bre d’apre`s ([10], Corollaire 3, p.296).
Nous terminons cette section par un re´sultat de structure des a.l.m.c. de
Fre´chet a` base semi-orthogonale. Pour cela, rappelons d’abord la de´finition suiv-
ante.
De´finition 4.7. ([7], 1.i), p.340). Une base (ei)i≥0 d’une alge`bre topologique est
dite semi-orthogonale si,
eie j = 0, ∀i 6= j.
Voici un re´sultat de structure ge´ne´ralisant celui obtenu dans le cas des bases
orthogonales (Proposition 4.1).
The´ore`me 4.8. Soit A une a.l.m.c. de Fre´chet a` base semi-orthogonale (ei)i≥0.
On suppose que en→ 0. Alors
A' Cn×RadA (n ∈ N) ou A' CN×RadA.
De´monstration. Posons :
I = {i ∈ N : ei /∈ Rad(A)}.
Quitte a` remplacer ei par αiei avec un αi ∈ C convenable, on peut supposer que
e3i = e
2
i pour tout i ∈ I. Si p est une semi-norme sous-multiplicative sur A, alors,
vu que en −→ 0, il existe une partie J finie de I telle que p(e2i ) = 0 pour tout
i ∈ I\J. Il en re´sulte que, pour tout (αi)i∈I ∈CI , la se´rie ∑
i∈I
αie2i est convergente.
D’ou` le morphisme
φ : CI −→ A
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de´fini par
φ((αi)) =∑
i∈I
αie2i , pour tout (αi)i∈I ∈ CI .
Il est injectif. Donc φ est un isomorphisme alge´brique et topologique de CI sur
Imφ . Ce dernier est alors ferme´ et, de plus, c’est un ide´al de A. Par ailleurs, pour
tout i ∈ I, e2i − ei ∈ RadA. Ainsi on a :
Imφ +RadA = A et Imφ ∩RadA = {0}.
Par suite
A' Imφ ×RadA' CI×RadA.
D’ou` le re´sultat, en distinguant les cas I fini et I infini.
5. Alge`bres a` base posse´dant la proprie´te´ d’absorbtion
Moyennant une proprie´te´ topologique sur la base, nous obtenons exactement
deux structures d’a.l.m.c. de Fre´chet a` base posse´dant la proprie´te´ d’absorbtion.
Nous commenc¸ons d’abord par donner les deux exemples suivants.
Exemple 5.1. Pour tout k, posons
ek = (0, ...,0,1,1, ....) (k ze´ros).
Il est facile de voir que (ek)k≥0 est une base inconditionnelle deCN et e´galement
de CNc . Remarquons que, dans les deux exemples, la suite (ek)k est borne´e et
que, dans le premier exemple, elle tend vers 0. Dans ce qui suit, nous montrons,
qu’a` isomorphisme alge´brique et topologique pre`s, ils sont les seuls.
Lemma 5.2. Soit A une a.l.m.c. de Fre´chet a` base (ei)i≥0 orthogonale. Alors,
les caracte`res continus de A, a` l’exception d’au plus un, sont exactement les χ ′k,
k ≥ 0.
De´monstration. D’abord les χ ′k sont bien des caracte`res continus de A. Soit
maintenant χ un caracte`re continu de A. Supposons que χ s’annule en un certain
ei. Alors, en posant,
i0 = min{ j ∈ N : χ(e j) = 0},
on obtient que χ = χi0 . Supposons maintenant que χ ne s’annule en aucun ei.
Comme les ei sont idempotents, on a ne´cessairement, χ(ei) = 1, pour tout i.
D’ou` le lemme.
Voici le premier the`ore`me de structure de cette section.
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The´ore`me 5.3. Soit A une T -B0-alge`bre a` base (ei)i≥0 posse´dant la proprie´te´
d’absorbtion. On suppose que en −→ 0. Alors :
A' CN.
De´monstration. Pour tout i, posons fi = ei− ei+1 et
B = {x ∈ A, ∃((αi) ∈ CN : x =∑
i≥0
αi fi}.
Il est facile de voir que fi f j = δi, j f j. Ainsi l’alge`bre B est a` base orthogo-
nale. De plus, elle est unitaire vu que ∑
i≥0
αi fi = e0 (l’unite´ de A). D’apre`s la
Proposition 3.3 l’alge`bre B, qui est e´gale a` A, est e´galement a` base orthogonale.
Donc, par la Proposition 4.1, A'CN. Par le Lemme 5.2, le morphisme ψ ( voir
pre´liminaires) est continu. Reste a` montrer qu’il est surjectif. Soit (βn)n ∈CN et
p une semi-norme sous-multiplicative continue sur A. Comme en−→ 0, il existe
n0 tel que p(en0)< 1 et par suite p(en0) = 0 vu que en0 est un idempotent. Il en
re´sulte que p(en) = 0 pour tout n≥ n0. D’ou` la convergence de la se´rie ∑
n≥0
αnen,
ou` β0 = α0 et βn = αn−αn−1, pour n≥ 1. Et il est clair que
ψ(∑
n≥0
αnen) = (βn)n.
Comme conse´quence, nous retrouvons le re´sultat suivant.
Corollaire 5.4. ([1], Proposition 3.7, p.250). Soit A une a.l.m.c. de Fre´chet
a` base (ei)i≥0 posse´dant la proprie´te´ d’absorbtion. On suppose que en −→ 0.
Alors :
A' CN.
Voici maintenant le second the`ore`me de structure ou` on impose a` la base
d’eˆtre borne´e.
The´ore`me 5.5. Soit A une a.l.m.c. de Fre´chet a` base inconditionnelle borne´e
(ei)i≥0, posse´dant la proprie´te´ d’absorbtion. On suppose que (en)n ne converge
pas vers 0. Alors :
A' CNc .
De´monstration. Soit x = ∑
i≥0
αiei ∈ A. Montrons que la se´rie ∑
i≥0
αi est conver-
gente. Soit p,q deux entiers naturels tels que p≤ q. On a
( ∑
p≤i≤q
αi)eq = ( ∑
p≤i≤q
αiei)eq.
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Il en re´sulte que :
( ∑
p≤i≤q
αi)eq −→
p,q→∞ 0.
Supposons que ( ∑
p≤i≤q
αi) ne tend pas vers 0 quand p,q→ +∞. Alors il existe
deux suites strictement croissantes (pn) et (qn) avec pn ≤ qn tel que :
inf
n
∣∣∣∣∣ ∑pn≤i≤qnαi
∣∣∣∣∣> 0.
Il en re´sulte que eqn → 0. Par suite en → 0, contrairement a` notre hypothe`se.
D’ou` la convergence de la se´rie ∑
i≥0
αi. L’application ψ (voir pre´liminaires) est
alors a` valeur dans CNc . Par ailleurs, la base e´tant inconditionnelle, la se´rie
∑
i≥0
|αi| est e´galement convergente (cf.[4]). On montre alors facilement que :
Imψ = {(βn)n≥0 : ∑
n≥0
|βn+1−βn|< ∞}.
L’alge`bre Imψ est de Banach pour la norme
‖(βn)n≥0‖= |β0|+∑
n≥0
|βn+1−βn| .
Ainsi, ψ est un isomorphisme alge´brique et topologique de A sur B, ou`
B = {(βn)n≥0 ∈ CNc : ∑
n≥0
|βn+1−βn|< ∞},
munie de la norme de Banach ci-dessus. Par ailleursCNc , qui est bien une a.l.m.c.
de Fre´chet a` base (ei)i≥0 posse´dant la proprie´te´ d’absorbtion est isomorphe a` B.
D’ou` l’isomorphisme entre A et CNc .
Nous terminons ce travail en donnant une autre preuve, moins calculatoire,
du re´sultat principal de [1].
The´ore`me 5.6. Soit A une a.l.m.c. de Fre´chet admettant une base (ei)i≥0 poss-
e´dant la proprie´te´ d’absorbtion. On suppose qu’il existe une famille croissante
(pi)i≥0 de semi-norme, sous-multiplicatives, telle que
pi(ei) 6= 0, p(ei+1) = 0, pour tout i.
Alors A est isomorphe a` CN.
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De´monstration. Soit i ∈ N. L’ide´al Aei est ferme´ puisque ei est un idempotent.
De plus, il contient e j pour tout j ≥ i. Il en re´sulte que Aei est de codimension
finie. Plus pre´cisement, sa codimension est e´gal a` i. Par ailleurs, on a : Aei+1 ⊂
ker pi. En raisonnant sur les codimensions, on obtient Aei+1 = ker pi. D’autre
part, l’alge`bre quotient A/ker pi est semi-simple. Ainsi A/ker pi est isomorphe
a` Ci. Mais on sait que
A = lim←− A/ker pi,
(cf. [9], The´ore`me 5.1, p.20). Donc A est isomorphe a` l’alge`bre CN.
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